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Sommario

Questo documento contiene una presentazione della Trasformata di
Fourier. Esso sviluppa i concetti e le dimostrazioni contenute nel Cap. 9
del [WR70] ed & strutturato nel seguente modo: la prima sezione riprende
una serie di nozini e concetti di analisi con cui si presume che il lettore
abbia gia familiarita e che saranno utili nelle successive sezioni; la secon-
da sezione definisce la trasformata e ne dimostra alcune utili proprieta;
la terza sezione contiene invece tutti i teoremi necessari per arrivare al-
la dimostrazione del teorema di inversione; la quarta ed ultima sezione
contiene alcuni esempi pratici di applicazione della trasformata.

1 Strumenti di Lavoro

1.1 Topologia. Una collezione 7 di sottoinsiemi di un insieme X & una Topologia
in X se 7 ha le seguenti proprieta:

l.0erteX erT
2.8V, e rvVi=1,2,,,,,n = VinVan.... NV, et

3. Se V, ¢ una qualsiasi collezione (finita, numerabile, o non numerabile) di
membri di 7, allora | J, Vo € 7

Se 7 & una Topologia in X, X é chiamato Spazio Topologico ed i suoi membri
sono chiamati Insiemi Aperti.

1.2 Funzione Continua. Se X ed Y sono spazi topologici e se f & una funzione
da X ad Y, f é detta essere Continua, purché f~1(V') sia un insieme aperto per
ogni insieme aperto V in Y.

1.3 o-algebra. Una collezione 9t di sottoinsiemi di un insieme X é una o-
algebra in X se M gode delle seguenti proprieta:

1. X e M
2. Se A € I, allora A € M
3.Se A=) A ese A, € Mpern=1,2,3,,,,,,,allora A € M



Se M & una o-algebra in X, allora X é chiamato Spazio Misurabile ed i membri
di 9t sono chiamati Insiemi Misurabili.

1.4 Funzione Misurabile. Sia X uno spazio misurabile, Y uno spazio topolo-
gico ed f ¢ una funzione da X ad Y. Se per ogni insieme aperto V in Y, f~1(V)
¢ un insieme misurabile in X, allora f & detta essere Misurabile.

1.5 Funzione Semplice. Una funzione misurabile s su di uno spazio misurabile
X, la cui immagine consista solo id un numero finito di punti in [0, c0) é detta
essere Semplice.

Se a1, @2,,,,,,,0, sono tutti i distinti valori di s, e se 4; = x: s(x) = «,
possiamo scrivere:

s(r) = Z aila,(x)

Dove 14, é la funzione indicatrice di A;.

1.6 Misura e Spazio di Misura. Una Misura Positiva é una funzione pu,
definita su di una o-algebra M il cui range sta in [0, 00| e che goda della proprieta
di Numerabile Additivita cosi definita:

se A; € una collezione numerabile e disgiunta di membri di 91, allora:

H <U Ai) = ZM(Ai)
i=1 i=1

Uno Spazio di Misura é uno spazio misurabile dotato di una misura positiva.
Esso verra indicato dalla tripletta (X, 90, 1), mentre la coppia (X, 9M) stara ad
indicare lo spazio misurabile, senza alcun riferimento alla misura.

Una Misura Complessa é invece una misura a valori nei complessi.

1.7 Misura o-finita e spazio di misura o-finito. Un sottoinsieme £ C X
di uno spazio di misura (X, 9, u) & detto avere misura o-finita se E é un’unione
numerabile di insiemi F;, aventi misura p(F;) < oo.

Inoltre, se E = X si dice che X & uno spazio di misura o-finito.

1.8 Integrale di Lebesgue. Sia s una funzione misurabile semplice (vedere
1.5), su di uno spazio di misura (X, 9, u). Se E € M, definiamo:

/Esdu = Zaiu(Ai N E) (a)

In altre parole, l'integrale di una funzione semplice é definito come la sommatoria
dei valori assunti dalla funzione, ognuno dei quali moltiplicato per la misura del
sottoinsieme del dominio in cui la funzione assume quel valore.

Sia f: X — [0, 00] una qualsiasi funzione misurabile (anche non semplice).
Se E € M, Vintegrale di Lebesgue di f su F rispetto alla misura p & definito

come:
/fdu — swp /sdu (b)
E 0<s<f E



Esso é quindi l'estremo superiore degli integrali di funzioni semplici minori od
uguali alla funzione data.

In entrambe le suddette definizioni si applica la convenzione 0 - co = 0, nel
caso in cui o; = 0 e p(A; N E) = oo per qualche 1.

1.9 Quasi Ovunque. Dato uno spazio di misura (X, 91, i), si dice che un suo
sottoinsieme E € 9 gode quasi ovungue (in inglese a.e. almost everywhere) di
una certa proprietd P se
N = {z :in x non vale la proprieta P} (x € E)
= u(N)=0
Ovvero la misura dell’insieme dei punti N, in cui non vale la proprietd P é 0 e,
di conseguenza, u(F — N) = u(E).

Per esempio, se f e g sono funzioni misurabili in uno spazio misurabile
(X, 9, 1) e se:

p{z: flx) #g9(x)}) =0 (z € X)

diciamo che f = g quasi ovunque (anche scritto f ~ g) e notiamo che per ogni

E € 9 vale che:
/f@z/gw
E E

1.10 Spazio LP. Sia 0 < p < oo e sia f una funzione misurabile complessa su
di uno spazio di misura (X, 9, u).
Definiamo la norma-p di f come:

i1 = { [ 167 du}; (a)

Definiamo inoltre LP come lo spazio delle funzioni f tali che:

£l < o0 (b)

1.11 Spazio delle funzioni rapidamente decrescenti. Lo spazio di Sch-
wartz S su R, altrimenti detto “Spazio delle funzioni rapidamente decrescenti su
R”, & lo spazio delle funzioni cosi definito:

sw={recmm| [

< 00, VmZO,lZO}

oo

Esso é quindi lo spazio delle funzioni che decrescono piu velocemente di qual-
siasi polinomio. Si noti inoltre che S C L', in quanto qualsiasi funzione in
questo spazio decresce pitt velocemente, ad esempio, della funzione =2 che é
notoriamente in L!



1.12 Misura di Lebesgue ed Invarianza Traslazionale. Sia R* I'insieme

dei punti r = (617€2a7a7757a57€)7 dove gi € R. Se x = (617§2HH777757€)’
Y= M172,5,5,5,,Mk) €l a € R definiamo su di esso le seguenti operazioni:

$+y:(€1+771>a»a§n+77k)a aa?:(afl,”,afk)

k

1

x~y:§ Emiy x| = (z-x)?
i=1

Cio fa di R* uno spazio vettoriale e, definendo la distanza d(z,y) = |z — y|,
anche uno spazio metrico.

Su ogni g-algebra M in R* & possibile costruire una misura m che, per ogni
E € Medogni z € R* goda della proprieta di Invarianza Traslazionale:

m(E + z) = m(E) ()

dove E+x={y+z:y € E}.

m & chiamata Misura di Lebesgue su R* e la proprietd di invarianza trasla-
zionale rispecchia 'intuizione che la misura di un segmento (o di un iper-piano
in R*) non varia se esso ¢é traslato.

Se I & un qualunque insieme del tipo (a,b), (a,b], [a,b), [a,b], si pud scrivere
Iintegrale di Lebesgue in misura di Lebesgue, come:

[ #am = /abf(:c) da (b)

ed ¢ possibile dimostrare che esso coincide con l'integrale di Riemann su [a, b],
per ogni funzione continua complessa su [a, b].

Inoltre le LP-norme, rispetto alla misura di Lebesgue risultano essere inva-
rianti per traslazione, ovvero

1f(@ =)y = [lf (@)l ()

(z— ) dw}; - {/_j|f<z>|? d<z+s>}p
{ I d(z >}; ~{ s d(m)};

= [1F (@)l

operando la sostituzione di variabile z = x — s e sfruttando 'invarianza trasla-
zionale della misura di Lebesgue.

NB: gli estremi di integrazione non cambiano in quanto se x varia tra —oo e
400, z assume valori compresi tra —oc — s = —00 € +00 + § = 400 O

Dimostrazione.

|~

1f(z=s)llp =

——
\



1.13 Funzione Uniformemente Continua. Dati due spazi metrici (X, dx)
e (Y,dy), si dice che una funzione f : X — Y & uniformemente continua se:

Ve >030>0Vry,xe € X :dx(x1,22) <0 = dy(f(x1), f(z2)) <€

Questa definizione rispecchia il concetto di “dipendenza continua dai dati”, ovve-
ro: a piccole variazioni della x, corrispondo piccole variazioni della sua immagi-
ne f(z), indipendentemente da dove sia preso il punto z all’interno del dominio
della funzione.

La continuita uniforme differisce dal classico concetto di continuita in quan-
to quest’ultimo & una proprietd puntuale della funzione, mentre la continuita
uniforme & una proprieta globale.

Un esempio molto semplice di funzione continua, ma non uniformemente
continua é la funzione:

1
f:00,1) =R, z— —

X
Come si pud notare infatti, facendo crescere 0 arbitrariamente vicino ad 1 (ad
esempio prendendo x; arbitrariamente vicino a 0 ed xo arbitrariamente vicino
ad 1), |f(z1) — f(x2)| cresce invece illimitatamente.

1.14 Funzioni pari e dispari. Sia f una funzione misurabile complessa.
Chiamiamo f,. la parte reale di f ed f;, la sua parte immaginaria.
Se:

fre(®) = fre(—2) e fim(®) = fim(—2) (a)
f & detta essere Pari (o simmetrica). Infatti
f(.’b) = f(_x) = fre(x) + Zflm(l') = fre(_m) + Zfim(_l')
= fre(z) = fre(—2) € Jim(x) = fim(—2)
Se invece:
fre(®) = —fre(—2) e fim(®) = —fim(—2) (b)

f ¢ detta essere Dispari (o antisimmetrica).
I prodotto di due funzioni pari f,, g, € una funzione pari:

hx) = fp(2)gp(x) = fo(—2)gp(=2) = h(-2) (c)

Il prodotto di due funzioni dispari fg, g4 € una funzione pari:

h(z) = fa(x)ga(x) = [~ fa(—2)] [~ga(—2)] = fa(—2)ga(—2) = h(—x) (d)

Il prodotto do una funzione pari f, e di una funzione dispari g4 € una funzione
dispari:

Wx) = fp()ga(r) = fo(=2) [=ga(—2)] = = fp(=2)ga(—7) = —h(=z)  (e)

Se f; € una funzione dispari, allora:

/O;fddx() (1



Dimostrazione. Applicando la definzione di funzione dispari ed effettuando la
sostituzione —x — x otteniamo:

/ fala da:—/ fa(z d:c—i—/ fa(z
:/_ —fa(— dx+/ fa(z
_ /; _fu(e) do + / fal@) da

—+oo (')
- / falydo+ [ falw)do
0 0
+oo

- / ) + ale)] dr = / 0de =0

Se fp € una funzione pari, allora:

/ Z fola) o =2 | " o) da (®)

Dimostrazione. Applicando la definzione di funzioni pari ed effettuando la so-
stituzione —x — x otteniamo:

| s [ " @) det | @

/fp dx+/°°fp<x>dx
:/m—fp s+ [ g

- / fe)das [ pyo)do

9 /Ooofp(x)dfv

1.15 Teorema di Convergenza Dominata. Sia {f,} una successione di fun-
zioni complesse e misurabili (aventi come dominio lo spazio di misura (X, 0, 1)
e come codominio il Campo complesso C) tale che:

fa) = T fu(2) (a)

O

esiste per ogni x € X. Se esiste una funzione g € L' tale che:

[fa(@) <gle)  (n=1,23,.;2 € X) (b)



allora f € L' e

nan;o an du = /){nILII;O fndu= /Xf(x) du (c)

1.16 Teorema di Fubini. Siano (X, 9, u) e (Y,9Ma, \) due spazi di misura
o-finiti e sia f una funzione misurabile su X xX Y.

- [ ([ r@mian) an< o (a)
o / ( /. |f<x,y>|du) i< o (b)
allora:

/ (@, 9)] d(p, ) < oo (©
XxXY

e

/X(/Yf(x,y)dA> du/y(/xf(z,y)du) d)\:/)(xyf(z’y)d(u’)\) (d)

1.17 Convoluzione. Supponiamo che f € L', g € L'. Vale allora che:

/ T i@ - )e)] dy < oo (a)

— 00

quasi per ogni x. Per queste x definiamo la funzione h(x) = f * g, chiamata
convoluzione di f e g, nel sequente modo:

) = [ " fe - y)a) dy (b)

ed affermiamo che h € L' e:

1Pl < £l llgll ()

Dimostrazione. Questa dimostrazione ¢ semplificata, per la versione completa
riferirsi al [WR70] Cap. 7.13.

Calcoliamo:
/Z (/Z (@ = )g(v)] d:c> dy

[l ([ 15wl az) @y



operiando la sostituzione v = x — y e sfruttando I'invarianza traslazionale della
misura di Lebesgue (Teorema 1.12a) otteniamo:

[ sl ([ el dwr ) as= [ ool ([ 151 aw) a

_ /oo 19()] dy/oo F@)] do = [lgll - [ £lls < oo

— 00 — 00

Dato che questo integrale iterato converge converge allora anche ’altro integrale
iterato ed i due integrali coincidono (vedere il Teorema di Fubini 1.16), quindi:

| - [ ]/_Zﬂx—y)g(y) dy\ dr

= /_O; (/_OO (@ = y)g()l dy) dz

-1 (/w 7@ = )stw)] dw) dy = llgll - 1/l < oo

—00 —00

Il teorema ¢ quindi dimostrato. O

2 Trasformata di Fourier

Al fine di semplificare la discussione utilizzeremo la seguente convenzione nota-

zionale: - ) -
[mf(x) drx = E[mf(x) dx

dove dz si riferisce all’integrale di Lebesgue ordinario e d z = -4

Var®

2.1 Definizioni. Data una funzione f € Ly definiamo la Trasformata di Fourier
di f come:

fo- [ T e A (teRY) (a)

Dato che f € L', questo integrale & ben definito per ogni ¢t € IR, in quanto
le=i@t| = \/(coswt)? + (sinat)2 = 1 e quindi:

— /OO |f(@)]|e” ™ |dp = /Oo |f(z)|dr

— 0 —o0

= [[f Bl < oo

Fll = / Y f@)e i dya



Se f e g sono due funzioni, definiamo inoltre 'operazione di Convoluzione
tra f e g come:

<f*m@w:[%f@—wmm@y (xeRY) (b)

Prestiamo attenzione al fatto che, per il teorema 1.17,se f € L'e g € L',
allora anche f * g € L.
Definiamo infine la Norma di f come:

1 ={ [ P e}’ asp<o) (©

2.2 Proprieta della Trasformata. Se f € L' e a, A\ € R walgono le sequenti
proprieta:

g(x) = f(w)e™” = §(t)=f(t—a) (a)
Dimostrazione.
i) = [ feere it i
= [ r@e e b = (- )
O
g@)=fle—a) = §(t)= f(t)e " (b)
Dimostrazione.

oo
g(t) = / flx—a)e ™ dax =
—0o0
Con il cambio di variabile z =2 —a = z=24+a = dyx=d.(2+ ) =
per invarianza traslazionale della misura di Lebesgue = dz.

Inoltre, per quanto riguarda gli estremi di integrazione: se x era compreso
tra —oo e +00, 2z € compreso tra —00 — a = —00 € +00 — a = +00. Quindi:

N / f(2)e Mt 4z =

e—iat/ f(z)e—itz doz = f(t)e—iat



Dimostrazione.

)= [ nie = [ ( | it~ y)g(y)dﬂy) e

Dato che |e™"*| = |costx — isintz| = \/(cos tz)? + (sintz)® = 1 e che -per il
teorema 1.17- h(t) € L! vale quindi che:

|

ol :/_D;|h(t)e—“x\ d.z

1

_ [ Ih(®)] |e~%2| dya

:/00 [h(t)| drx < 00

— 00

E quindi possibile applicare il teorema di Fubini 1.16 ed invertire I’ordine di
integrazione

)= [ ate ( JRCE y)e“@wdﬂx) dy

Come in (b), si puo effettuare il cambio di variabile z = x—y = =z =z24+y =
d.x = d.(z +y) = per invarianza traslazionale della misura di Lebesgue = dz.
Anche in questo caso gli estremi di integrazione non cambiano, quindi:

(e
= [ gl / f(2)e " dyz

=3 f ()

O
9(x) = f(-=) = g@t)=f() (d)
Dimostrazione. oo
a0 = [ TEoe d
— 0o
In questo caso effettuiamo il cambio di variabile z = -z = =z = -2 =
drr = —drz. Per quanto riguarda gli estremi di integrazione: se x andava da

10



—00 a +00, z va da —(—00) = 400 a —(400) = —oo. Quindi:

+oo
= +[ f(z)e* dz
+oo - -
- [ T@e 4 =70
O
glx)=f (=), A>0 = §(t)=Af(t) (e)

Dimostrazione. -
i) = [ feme i

Con il cambio di variabile z = % = =2\ = d;x = Adz, gli estremi di
integrazione non cambiano, quindi:

9(t) = A /_ T (2 s = Af(N)

g(x) = —izf(x),g € L', fe S = f e differenziabile e f'(t) = §(t)
(f)

Dimostrazione. Per dimostrare questo punto, discostandoci per un attimo dal
testo di riferimento, assumiamo che f appartenga allo spazio delle funzioni di
Schwartz S, ovvero allo spazio delle funzioni rapidamente decrescenti, definito
in 1.11.

Per prima cosa scriviamo la derivata della trasformata di Fourier, come:

i 1) = F0)

s—t s—t

+oo —isx +o0 —itx
i [ S / f@e™ .
s—t o s—t —00 s—t
+oo ) —iw(s—t) _q
—tim [ fa)e () Iy
s=t J_ o s—t
+oo )
= lim f(@)e " p(x, s —t) dex
s—t o

Dove ¢(z, i) = %

11



Ricordando che la serie di Taylor di una funzione analitica in xq & definita
come:

T £(k) (5
f) =3 T pa g
k=0

sviluppiamo ora e~ "** in serie di Taylor, centrata in zy = 0:

too o Lo NE 2,2 ;23003 4,4
_ (—ipx) ) oy i ztu
Y — — Y =1- — — et
e ; il 1T 5 + 6 + 24 +

Possiamo quindi scrivere:

e—iwu -1 1.2 ,L'x?) 2 1’4 3
7:—2'%—7”—}- a + K — et
[ 2 6 24
A questo punto dimostriamo che: |¢(x, )| = *‘ <zl
efia:u -1 ) xQM ix3u2 1.4M3
22y iz w3
<|—1 -
<|—iz|+ ‘ 5 ' +17% tlg [Tt
< | =iz = Va? = [zl
Proviamo infine a calcolare il lim, o ¢(x, p):
2u it atd
li = lim —iz — — — et =1
Jimy (s ) =l =iz = ==+ ==+ ) + “

Giunti a questo punto abbiamo tutte le carte in tavola per concludere la
dimostrazione:

e utilizzando il fatto che la funzione |¢(x, )| & dominata, per ogni p reale,
dalla funzione |z|, scriviamo:

o0 )
/ F(@)e (e, s — 1)] dpe

o0

+oo )
[ |f(x)] |67”I| |o(x, s —t)| dpx

“+oo
:/ (@) -1 |6(z, s — )] dna

+oo
< [ U@l falder < o

dove l'ultimo passaggio € giustificato dal fatto che la funzione f é sup-

posta appartenere allo spazio di Schwartz S, delle funzioni rapidamente
decrescenti.

12



e per quanto sopra detto, la funzione f(z)e=“*¢(z,s —t) € L. Possia-
mo quindi applicare il teorema di convergenza dominata (vedi 1.15) ed

ottenere:
A +OO .
fo=tim [ f@e " ole,s — 0 de
+00700 )
= / f(x)e " l{r}s d(x, 8 —t) dex
+oo - +oo
= / flx)e ™ — iz d.a = —i/ zf(x)e " dyx
C.V.D. O
g@)=f'2), f e Ll g e L' = §()=itf(t) ()

Dimostrazione. Per la proprieta 2.2b, se I(z, ) = M

I(t, o) = f(t)ela;_ f(t) _ ) ezata_ 1

Sviluppiamo ora in serie di Taylor e?*?

242 ;0343 444
ot . a“t 1t ot
=1 t— -
‘ et 6 o1 T
da cui:
et —1 : at? i oSt T
=it — — — — 4.
o 2 6 24

iact

quindi limg_,g & 0/71 = 4t. A questo punto possiamo facilmente calcolare la
trasformata di Fourier di f’(z), come:

i = [ e

+o00 _ )
= / lim —f(:(: +a) = f(@) e~ d x
o a—0 «

+oo )
= / lim I(z, @)™ " d

o—

Dato che f' € L', possiamo applicare il teorema di convergenza dominata ed

13



ottenere:

= lim e~ q x
a—0 — o (6]
) R R ) eiat -1
= lim i(t, @) = f(t) lim —
= f(yit
C.V.D. O

Questa proprieta risulta essere molto importante nel calcolo delle equazioni
differenziali e verra sfruttata nell’esempio 4.2.

2.3 Trasformata di una funzione pari. Sia f, una funzione complessa pari
(vedere definizone 1.14a), vale allora che:

fp(t) = 2/000 [p(x)cos(tx) dra

inoltre f, é anch’essa pari.

Dimostrazione. Utilizzando la formula di Eulero scriviamo:

fp(t) = /+<>° fo(x)e™ ™ dpw = /jo fplx)costx drx fi/jo fplx)sintx drx

—0o0

L’integrando nel secondo integrale ¢é il prodotto di una funzione pari (f,) e di
una funzione dispari (sin tz) e, per il teorema 1.14e & quindi una funzione dispari.
Applicando quindi il teorema 1.14f al secondo integrale questi risulta uguale a
7€r0:

/ fp(z)sinec drz =0

Per quanto riguarda l'integrando del primo integrale invece notiamo che é il
prodotto di due funzioni pari (f, e costx) e quindi, per il teorema 1.14c & una
funzione pari. Applicando quindi il teorema 1.14g al primo integrale otteniamo:

o0 (o)
/ fo(x)costx drx = 2/ fp(x)costr drx
oo 0

Percio:

folt) = 2/0OO fp(z) costa drx
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E semplice dimostrare infine che anche fp(t) é una funzione pari:

fp(ft) = 2/000 fp(x) cos (—tz) drx = 2/000 fplx)costr drx = fp(t)

O

2.4 Trasformata di una funzione dispari. Sia f; una funzione complessa
dispari (vedere definizone 1.14b), vale allora che:

fd(t) = -2 /OOO fa(z)sin(tz) d

inoltre fq & anch’essa dispari.
Dimostrazione. Utilizzando la formula di Eulero scriviamo:

fat) = /+OO fa(x)e ™ dpx = /jo fa(x) costa drx — i/jo fa(z)sintx dx

— 00

L’integrando nel primo integrale ¢ il prodotto di una funzione dispari (fy) e di
una funzione pari (costx) e, per il teorema 1.14e é quindi una funzione dispari.
Applicando quindi il teorema 1.14f al primo integrale questi risulta uguale a
Z€ro:

/ fa(x)cosz drxz =0

Per quanto riguarda l'integrando del secondo integrale invece notiamo che é il
prodotto di due funzioni dispari (f; e sintz) e quindi, per il teorema 1.14d
¢ una funzione pari. Applicando quindi il teorema 1.14g al secondo integrale
otteniamo:

/ fa(z)sintz dyx =2 / fa(z)sintz d,x
—oo 0

Percio:

fa(t) = —2i /OOO fa(z)sintz d,x

E altrettanto semplice dimostrare infine che anche f4(t) & una funzione dispari:
Falt) = —2i / Fal@) sin (t2) dow = —2i / — ful(@) sin (—tz) dp
0 0
Y / Fal@) sin (—tz) dez = — fa(—1)
0
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3 Inversione della Trasformata

La trasformata di Fourier gode quindi di alcune utili proprietd per cui certe ope-
razioni sulle funzioni corrispondo ad altre operazioni sulle rispettive trasformate,
ad esempio:

e la convoluzione tra due funzioni corrisponde al prodotto delle trasformate

e la derivata di una funzione corrisponde alla trasformata moltiplicata per
it

Di qui il notevole interesse per una formula di inversione che, a partire da una
trasformata, restituisca la funzione originale corrispondente. In questa sezio-
ne daremo quindi una dimostrazione rigorosa della formula di inversione della
trasformata di Fourier.

3.1 Teorema. Per ogni funzione f su R' ed ogniy € R', sia f, la traslazione
di f definita da:

fy(@)=flz—y) (z € RY). (a)
Sel<p<ocef € LP lafunzione:f, : R' — LP ¢ uniformemente continua,

rispetto ad y.

Dimostrazione. Fissato un € > 0, dato che f € LP, esiste (vedere Teorema 3.14
del [WR70]) una funzione uniformemente continua g, il cui supporto -intervallo
in cui la funzione assume valori diversi da 0- sta nell’intervallo ristretto [— A, A],
tale che:

If—gllp <e

Dato che g é una funzione uniformemente continua, per ogni particolare €
esiste un particolare ¢ tale che |s — ¢| < § implica che |g(s) — g(t)| < e. Esiste
quindi un 6 € (0, A), tale che |s —t| < ¢ implica che:

l9(s) — g(t)] < (34) 7e

A questo punto, se |s — t| < § < A, vale la seguente disuguaglianza:

+oo
/_ lg(@ —s) —g(z —t)[P dz < (BA) '€ (2A+6) < €

Vediamo il perché:

e 2A+6 ¢ la lunghezza della base dell’integrale. Infatti (come si pud vedere
in Figura 1) se g(z) ha come supporto l'intervallo [—A, A], di lunghezza
2A, la funzione |g(x — s) — g(x — t)| ha come supporto un intervallo di
lunghezza 2A + 4§, dove |s — t| < 4.
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Figura 1: Intervallo di integrazione

2A456

Figura 2: Approssimazione integrale
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La figura é disegnata supponendo, senza perdita di generalita, che s > t.
Si vede cosi che gli estremi tra cui la funzione |g(z — s) — g(z — t)| pud
essere valutata sono, a sinistra r = —A + ¢:
lg(=A+t—s)—g(=A+t—1t)|=|9(=A— (s —1)) —g(=A4)]
=lg(=A=0) —g(=A)| =10 —g(=A4)[ = g(-A)

a destraxz = A+ s:

9(A+s—s) = g(A+s—1)] =[9(A) = g(A+ )
= [9(A) = 0] = g(4)
1l supporto della funzione |g(x — s) — g(z — t)| & quindi 'intervallo [—A +

t,A+s| (oin [-A+ s, A+1t] nel caso in cui ¢ > s) che, come si pud vedere
dalla figura, ha lunghezza 24 + 4.

e (34) 'er ¢ invece il valore massimo assunto dalla funzione |g(z — s) — g(z — t)|?,
per quanto detto piu sopra.

e 11 valore dell’integrale viene quindi maggiorato dal valore dell’area del
rettangolo di base 24+ 0 ed altezza (34)”'¢?, come mostrato in Figura 2.
La seconda maggiorazione ¢é invece effettuata, considerando che, per come
é stato definito § < A, quindi 24+ § < 24 + A = 3A, quindi

p

€p2A+§ < Ep% _
3A 3A

€

Per quanto fin’ora detto vale quindi la diseguaglianza:

”gs - gtHP <€
A questo punto possiamo scrivere la disuguaglianza:
||fs - ft”p = ||fs —9s+9s — 9t + gt — fth
< |fs = gsll, + lgs — gell,, + llge — fell,,
= (f = 9)sll, + 1lgs — gell, + 11(g = Fell,,

=\f =g, +llgs = gell, +llg — £l
=2+ |lgs — gth < 3e

Sfruttando l'invarianza traslazionale delle norme LP rispetto alla misura di
Lebesgue (vedere 1.12¢) ed i risultanti precedentemente ottenuti.

Concludendo, se [s —t| < 4, allora || fs — f¢||, < 3e. C.V.D. O
3.2 Teorema. Se f € L', allomf e Cye

1 flloe < 1I£1I1
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Dimostrazione. Quest’ultima equazione puod essere facilmente provata notando

che:
~ +o0 ) +o00 '
| flloo = sup ’/ flx)e i d.z| < / Flz)e ™ da
—0o0

— 00

+o0 . too
< / F@)e| dpa = / @) dra = £l

— 00

Per dimostrare invece la continuita di f, invece, scriviamo la seguente disugua-

glianza:
~ ~ +oo ) +o00 ‘
|f(tn) — f(®)| = ‘/_ Flz)e T d o — / F(@)e ™ dua

—o0
+<>o
‘/ it ztz) d T

+o0 ) )
< / \f(x)| |ef7,tnw _ efztz| dﬂ-:L'

L’integrando a sua volta é maggiorato da:
+|=eT]) < [ f(2)]2

Percio, possiamo applicare il teorema di convergenza dominata (vedi 1.15) e
scrivere che:

lim | f(t,) = f(t)| = lim

typ—t tn—t

(|e—itngc

+oo
/ f(x)(efitna: o ztz) d T

— 00

—+oo
‘/ hm f ( —itpx 7ztz)d T

tn—t

=0

f é quindi una funzione continua. C.V.D. O

3.3 Un paio di funzioni ausiliarie. Sia H(t) = e !, definiamo:

“+o0
ha(z) = HM)e™ det (A > 0)

— 0o

Se hy é definita come sopra, valgono inoltre i sequenti fatti:

2 A
hn(z) = \/;)\2 + x2

+oo
/ hydx =1
—00

Dimostrazione. In primo luogo notiamo che e~*! & una funzione pari. Appli-
cando un procedimento simile a quello presentato nel teorema 2.3, otteniamo:

oo oo
ha(z) = / e~ eite g ¢ = / e M (costx + isintx) dnt
— 00 — 00
oo oo
= / e Ml costa dﬂt—f—i/ e~ M gintz dt
— oo —00

oo +oo
= / e Ml costa d.t = 2/ e Mcostr drt
—00 0
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Sfruttando la formula di integrazione per parti calcoliamo ora g(z) = |,

+oo

o e Mcos (tr)dnt:

() L /HO M costax dt ! LM ost o z/+oo “Aginta dt
T) = —— e rdt=—— | —=¢ x - = e intx
M= Uy Var | A o Ao |
1 (1 o2 1, ™ x/+°°)\t |
=— |- — - | ——e Vsintx + - e costx dt
Vor l)\ A ( A 0 A Jo
1 [1 zfx [T _, >] 1 {1 m2/+°°>\ ]
=—|-—-=1|= e Meostxdt || = —= |- — —= e *Mcostx dt
QWL\ A(x\/o V2m (A A% _
2 (z)
V2T /\29
Ripercorrendo 'uguaglianza otteniamo quindi g(z) = \/217)\ — f—jg(x), da cui con
poca semplice algebra otteniamo:
z? 1 x? 1
)+ —g9(x) = = gz)|{1+ = | =
o)+ Sg0(0) = <o = ato) (1455 ) =
= () o = ) =
- = -
g Vera (14 f\—i) g V2 A2 + 22
Vale quindi che:
2 A 2 A
h = 2 = = _——
=200 = i =\
Calcoliamo ora 'integrale su tutto R di hy(z):
+00 Foo
12X 1
/ h)\ dﬂx = 3 3 dxr
—o0 \/2’/T \/27‘(’ —00 AN+
1 T Nwfy— (-7
== Xarctamg N = ;M
AT
===
E di conseguenza evidente che hy € L. O
Evidenziamo infine i sequenti Fatti:
1.0<H(t) <1
2. lim)\HO H()\t) =1
3. ha(xz) >0, dato che A > 0.
4. h (%) % = hy(x), infatti:
1 1 1 1 A
Y\ z = z2 Aoz 2
NT+o ~ apZ T MR T g



5. (ha(2))? < hy(x), infatti:

P
° % <1, quindi (\/%) < \/g, lo stesso dicasi per %;

. . 2\P 2 !
01+m—>1,quzndl(1+%) >1+ 5% :>( 12) SH_ﬁ‘

N = 1+§72 2
quindi
21 1\ _ [21 1
I N L U
(A($)) ( 7T,\1+§2> - 71-)\1+% /\(ZC)
3.4 Proposizione. Se f € L, allora:
+o0 . )
(f * hy)(z) = H()f(t)e'™ dt
Dimostrazione.
+o00 +o0 )
(Fh)@) = | f(x—y)< HOwe dwt) iy

Dato che f, € L' (per il teorema 3.1) e hy € L' (per quanto visto sopra) allora,
per il teorema 1.17, f x hy € L'. Possiamo quindi applicare il teorema di Fubini

e scrivere:

(Fem@ = [ HOW ( / " e dﬂy) dat

+oo —00 )
- / HOM) ( / F(z)eie=2t d,r(x—z)) dnt
—o0 +oo
“+oo ) +oo )
= H(At)e™! (/ f(z)e dﬂz) drt
+OO . ~
= H(At)e™ f(t)dxt
—0o0
operando la sostituzione z = x —y — y=z—2z = dy =d(xz —2z2) e
sfruttando l'invarianza traslazionale della misura di Lebesgue. O

3.5 Teorema. Se g € L*> e g é continua nel punto x, allora:
li hy) =
lim (9% hx) = g(x)

Dimostrazione. Dato che (come visto in 3.3) [*_hx(z) drz = 1, vale che:

o0

oz — 9)ha(y) dey — g(2) / I (y)dy

— 00

400
(g h2)(@) — g(z) = /

+oo

“+o00
= /_ l9(x —y) = g(@)] ha(y) dmy = /_ 9@ —y) = g(@)hn (§) % dry
“+o00
= [ Tlate =2~ gl ma(s) s

21



effettuando la sostituzione s = ¥. Dato che |g(z — As) — g(z)| < |g (z — As) | +
lg(z)| < 2||gls, 'integrando ¢ dominato da 2|g|l-chi(s) € L' e possiamo
applicare il teorema di convergenza dominata:

+oo
NIyo ) w) = glw) = Jim, . [9(z —y) — g(x)] ha(y) dry
“+o0
- /—oo lim [g(z —y) — g(x)] ha(y) dry = 0
C.V.D. )

3.6 Teorema. Sel <p<ooef € LP, allora
li — =
lim | s — fllp = 0

Dimostrazione. Dato che hy € L%, dove ¢ & esponente coniugato di p (ovvero
P+ q = pq, vedere [WR70] 3.4, 3.5 e 3.8), allora (f * hy)(z) é definito per ogni
x .

Come nel Teorema 3.5, scriviamo (f * hy)(x) — f(z) come:

() = @) = [ 1= 9) = F@)halo) dey
Applicando la diseguaglianza di Jensen possiamo scrivere:
(F+m)@) = £ < [ 1o =) = F@P Pl oy
e, utilizzando i Fatti 3 e 5, nel teorema 3.3:
(@)= F@F < [ 1fle =) = F@Falo) dey

Integrando entrambe i membri della disequazione ed applicando Fubini, otte-

niamo:
| e =< [ (/ |fy—f|”hA<y>dﬂy) dya
rem=pp< [~ m ([ 1= 1) dey

— 00

I£5ba =71 < [ ia@Isy ~ 1 duy

Se chiamiamo g(y) = || f, — f||b, per il teorema per il teorema 3.1 g ¢ limitata
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e continua e ¢(0) = 0. Quindi, per il teorema 3.5:

0= lim (g ha)(y) - g(y):/m (9 — 9) — 9(4)) ha(y) doy
— Jim <<> 9(9)ha(v) ﬂy——hm/ dry

A—0

= i / 1fy — FI2ha(y) dry

3.7 Teorema di Inversione. Se f € L' ef € L' e se:
/ f)er dt  (z € RY)

allora g € Cy e f(x) = g(x) quasi ovunque (vedere la definzione 1.9).

Dimostrazione. Per la proposizione 3.4, vale che:
“+oo

(f % hy)(z) = H() f(t)e™ dnt

— 00
Dato che f € L' e hy € L', per il teorema 1.17 f * hy € L'. Possiamo quindi
applicare il teorema di convergenza dominata e ottenere:

tim (<)o) = im [ OO0 b

— 00

— / e lim H (M) f(t)e'™ dt

0o A—0

“+oo R )
- / FO)e™ dot = g(2)

—0o0
per la proprieta 2 in 3.3.
In virta del teorema 3.6, possiamo inoltre scrivere:

)l\irr%)(f * hy)(x) = f(z)quasi ovunque 0

Di conseguenza g(x) = f(x) quasi ovunque. La continuita di g(x) si ottiene
applicando il Teorema 3.2 alla funzione g(x), nel seguente modo:

—+oo

9(2n) — g(z)] < / F@)] et — i) dyt

—0o0
L’integrando a sua volta & maggiorato da:
|€ztzn|+| ztac| <|f(l‘)‘2
Per il teorema di convergenza dominata vale quindi che:

+oo
/ lim f( )( itTy ztm)d tl=0

—
—oco Tn t

lim |g(zn) — g(2)| =

Tp—
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3.1 Trasformata di Plancherel

Dato che la misura di Lebesgue di R! ¢ infinita, L2 non é un sottoinsieme di L*.
Esistono infatti, in misura di Lebesgue, funzioni che appartengono ad L? ma
non ad L', quali ad esempio ¢ la funzione % Per questo motivo la trasformata
di Fourier non é direttamente applicabile ad ogni f € L2. Ad ogni modo é
ovviamente possibile applicare la trasformazione se f € L' N L? e, sotto questa
ipotesi, si verifica facilmente che ||f||2 = ||f|l2. Percio, se f € L' N L? allora
sicuramente f € L2. E inoltre possibile estendere ulteriormente questa isometria
tra L' N L? e L?, all’isometria di L? in L? e questa isometria definisce quella
che viene chiamatra Trasformata di Plancherel di ogni f € L2.

3.8 Teorema di Plancherel. E possibile associare ad oni f € L?, una funzione
f € L?, tale che:

1. se f € L' N L2, allora f é la trasformata di Fourier come definita prece-

dentemente
2. per ogni f € L2, || fll2 = || f2-
Dimostrazione. da completare O

4 Applicazioni pratiche

Come anticipato in 2.2g, la trasformata di Fourier & un’utile strumento per la
soluzione di equazioni differenziali. Infatti essa trasforma ’operazione di deriva-
zione in un’operazione di moltiplicazione per una variabile indipendentemente.
Se si ha ad esempio un’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti:

¢x) =y +> ay"?  y=f(x), a, €R (a)
j=1

essa viene trasformata in un’equazione del tipo:
~ n .
o(t) = (it)" g+ > _ (i)"Y azi (b)
j=1
Tuttavia per le equazioni differenziali ordinarie questo procedimento non apre

prospettive nuove, in quanto:

1. la soluzione di eq. differenziali a coefficienti costanti é gia di per se molto
semplice;

2. la trasformazione dell’equazione (a), nell’equazione (b) é possibile solo se
la funzione incognita y = f(x) € L', cosa che in generale non ¢ vera.

La trasformata di Fourier é piu efficace se applicata alle equazioni alle deri-
vate parziali dove, sotto certe condizioni, permette di ridurre il problema alla
soluzione di un’equazione differenziale ordinaria.
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4.1 Espansione della funzione charatteristica

In questa sezione deriveremo una formula di espansione della funzione charatte-
ristica valida per alcuni modelli probabilistici e ci serviremo di essa per calcolare
la funzione charatteristica della Normale standard, senza utilizzare i concetti di
derivazione/integrazione su percorsi nei complessi (vedi [PB86] 26):

4.1.1 Teorema. Sia X una V.C. con densita p(x). Se per ognit, E[el™®] < oo
e, per ogni n, E[x"] < oo, allora:

[e's) Nk
w0 =3 U ppa

k=0 ’

Dimostrazione. La dimostrazione procedera secondo il seguente ordine:

1. cercheremo due formule di espansione in serie (con resto) per la funzione
. \k
e'®, del tipo: € =), “— + resto

. i)k
2. stimeremo la quantita [e"* — Y, (ZZ!)

3. effetueremo lintegrazione della quantita e*p(z) — >"7_, (z,f!) p(z) e veri-

ficheremo sotto quali condizioni questa operazione portera (al limite per
n — o00) al risultato finale.

Punto 1. Per prima cosa calcoliamo tramite integrazione per parti [ (z — s)"e**ds
(integrando (x — s)™ e derivando e**):

T _ \ntl x T _ ot
/ (z —s)"e ds = —we” + / %ie“ ds
0 n + 1 0 0 n+ 1
n+1

z { * n+1 s
= - d
n+1+n+1/0 (x—s)"" e ds

(a)

Iterando, si ottiene:

x ) an,»] Z x 1
/ (x —s)"e® ds = + / (x—s)"" e ds
0 0

n+l1 n+1
pntl jxnt2 72 z nt2
= + + Tr—s e ds
n+1l (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)/0 ( )
- S(,'”+1 N i.’l?n+2 N i2$n+3 N
T nt+l o (n+Dn+2) (n+1)(n+2)(n+3)

Z'S

' — )" ds
+(n—l—1)(71—&—2)(714—3)/0 (z =) d
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e, per induzione:

T ) m k;k—(n+1) - T )
/ (x —8)"e”® ds = n}gnoo Z ;“T + ZWT, (x —s)"e” ds
0 k=n—+1 nl ‘nl /0
(b)

- + n! lim
k! antl m—oo [o m!

o (@) i ) KM

11 limite al secondo membro converge uniformemente a zero, infatti:

0 §‘ lim / ueis ds| < lim M |ei5’ ds
m—oo [o m! m—oo Jo m:
x . _ m . _ m
< lim M‘ ds < lim x- sup ( MD (c)
m—0o0 [o m: m=—oo  sel0,x] m:
= lim x M = lim :ﬂ|m| = lim ﬂ:
m— oo m) oo M m) m—oo m!

(in quanto il fattoriale cresce piu di qualsiasi polinomio).
Dato che il secondo termine del secondo membro in (b) scompare, possiamo
quindi scrivere:

T s gs = M g )
/O(x—s)e ds-in_s_1 Z X

k=n-+1

o~ ()"t n is
Z R (x—s)"e”ds

k=n-+1

Utilizzando ora l’espansione in serie dell’esponenziale ed il risultato appena
ottenuto possiamo riscrivere e'” nel seguente modo:

oo . \k n . \k 00 . \k
N M I

k=0 ’ k=0 k=n+1 ’

" (i)t , @
- —+ — / (x—s)"e"” ds

0 k'. n. 0

Per ottenere il secondo modo di calcolare e?®, cerchiamo una diversa espressio-
. x 7 . . .

ne di [ (z —s)"e" ds, da inserire nella precedente formula. Per prima cosa

sostituiamo n con n — 1 nella (a):

/ (x—s)" e ds = — + — / (x —s5)"e®ds =
0 nonJjo
7

= / (x—s)"e™ = n </ (x—s)" e ds — x)
0 0 n
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(H)"r _ a"
n

n 0

infine, inserendo la (e) nella (d) otteniamo la seconda espressione:

successivamente sfruttiamo il fatto che [ (z — $)"Hds = [—

scriviamo:

n . \k . x
; (iz) " / ne1, ;
e = + — r—s e’ —1)ds f
o oy [ e ®)
k=0
Punto 2. A questo punto possiamo stimare la quantita |e* — > _, (Zz!) ,

utilizzando le due definzioni (d) e (f).
Per quanto riguarda ’equazione (d) possiamo scrivere

. GOl I Linss / "o sy / “ e o
e — r—s8) e?’ds r—58) e’ds
> ACER D

= n! n!
1 T _ \ntl ® n+1
>0 — [ (z-s)"ds= —(37'78) ==
n! Jy nl(n+1) o (n+1)!
<
10 (s—2)]°  (caynt?
r<O0 ] smw)ids= [n!(n—kl) BRCESY
_ ‘x|n+l
(n+1)!

Per quanto riguarda invece ’equazione (f) scriviamo:

n . k
eiw . Z (Z:')

k=0

(n—1
= oD _1 o /; (z—s)" """ —1)ds

1 ® _ . 2 — s\ 1” 2™
e20 o [em e g = [ 2050 2
0

)!/0 (x—38)"" (e —1)ds

- (n—1)! (n—=1)n], n!
<
1 0 nel | is 2s—x)"1°  2(—a)"
x <0 7(71_1)!/7; (s —x) }e —1’d32[(7(1_1)!)nL: (n')
:2|x\”
n!

In definitiva vale quindi che:

, " (ix)® . x|t 2|
Ciuln(unany

k=0
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dove il primo elemento (tra graffe) del secondo membro ¢ il minimo nel caso in

cui |z| < 1, mentre il secondo elemento ¢ il minimo nel caso in cui |z| > 1.
Punto 3. Calcoliamo ora la diseguaglianza (g) in tx (con t costante) e

moltiplichiamo a destra e a sinistra per la funzione densita p(z) di una V.C. X:

xn-i—l x|™
< { o0, 220} )

n . k
o)~ >0 T )

k=0

Possiamo quindi scrivere:

0<

oo n . k
/ <e%<w> -y p<x>> dz
- 2

n . k
pa) ~ >0 T )
k=0 )

— 00

oo
S /
— 00
2"

Osserviano che se se la V.C. X ha momento assoluto di ordine n, allora =-—2"p(z) €

n!
L, ovvero:
24" %
p |z|"p(z) doz < oo

inoltre, per il teorema di convergenza dominata 1.15 il primo membro della (h)
appartiene ad L! e, infine:

° 2tx|™ o 2)tz|"
lim [t p(x) d:c:/ lim |:v'\ p(x)dx =0 §)

|
n—oo [_ n! _so /oo nl

per ogni fissato ¢.
Vale inoltre che:

Unendo quindi la (i), la (k) e la (j) possiamo scrivere (per il teorema di perma-
nenza del segno):

0< li Y (it)kE Ml< 1 T2y dr—o
< Jim |x(t) = Y - Bla®]] < lim () do =
k=0 -0
quindi:
(t) = fj G (1)
x(t) = i



Infine notiamo che se E[e/**!] < oo, allora x(t) é correttamente definita, infatti:

oo RN
> O g

k=0

IX(®)] =

o] k
< W B = Bl <0 (m)
k=0
O

Esempio: Distribuzione Normale Sia X una V.C. con distribuzione Nor-
£2 . . .

male Standard. Per ogni k lim, .., 2¥e~% = 0 (esponenzialmente) e quindi

esistono i momenti di ogni ordine, inoltre i momenti pari valgono:

(2k —1)!

Bla™] = (2k —1)(2k =3)-3-1= 50—

i momenti dispari sono invece nulli.

N

Dimostrazione. Integrando per parti (integro ze~ = e derivo z*~1):

Rl 22 22 +o0 o0 22
/ the™ T dpx = [—G_Tl‘k_l} +/ (k—1)z" 27 dyx
—o0

= (k- 1)/ 2T d.x

iterando ottengo:

Rl 22 o0 22
/ wbe™ T dpx = (k- 1)/ * 27 dox

— (k= 1)(k - 3)/ e T da
= (k—1)(k—3)(k — 5)/ 0% dya

Ma, poiché E[X°] =1 e E[X!] =0, allora vale che:

Ela?] = (2k — 1)(2k — 3) - (2k — (2 — 1)) /OO W= g
(2k — 1)(2k — 2)(2k — 3)(2k — 4)---3-2-1
(2k —2)(2k —4) -2
(2k —1)! (2k — 1)!

2k —1)2(k—2)2(k—3)---2(k— (k—1))  2k1(k—1)!

—(2k—1)(2k—3)---3-1=

mentre:

oo
Bz = 2k +1-1)(2k — 2) -~ (2k — (2k — 2)) / R o AP

— 00

= (2k—2)(2k—4)------ 4.2.0=
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Funzione Charatteristica Per quanto sopra detto ed applicando il teo-
rema 4.1.1 abbiamo che, se X é una V.C. normale standard:

) oo .k 0o . \2k
_ L (it) k) _ (it) (2k —1)!
X(t)_/_ooe e =3 BN = ) S g
k=0 k=0
I C R ( tQ)'“_e—ﬂ/z
_ I N () R
2ok -1l 2e R\ 2

4.2 Equazione del calore

Un esempio di applicazione della trasformata di Fourier si ha per la soluzione
dell’equazione del calore (vedi [KF80] VIII.4-6). La soluzione di questa equazio-
ne consente di determinare la temperatura di un conduttore termico infinito in
qualsiasi istante di tempo ¢ > 0, conoscendo la sua temperatura ug(z), all’istante
iniziale tg = 0 ed in ciascun punto x.

Il problema di Cauchy corrispondente ¢ il seguente’:

ug(,t) = Uge(x, 1)

u(z,tg) = uo(x)
Per risolvere questo problema faremo le seguenti assunzioni:
1. u(z,t) € L', per ogni fissato t > 0
2. uz(x,t) € L', per ogni fissato t > 0
3. Ug(w,t) € LY, per ogni fissato t > 0
4. Esiste una funzione g(z) € L', tale che u;(z,t) < g(x)

A questo punto possiamo procedere con la trasformazione (rispetto ad z) 2.
Il secondo membro dell’equazione (a) appartiene ad L' per ipotesi, possiamo
quindi applicare il teorema 2.2g ed ottenere:

Upe (2, 1) = (iv)(iv)a(v,t) = 0y, t)
dove:

(v, t) = / u(z,t)e™ " dyx

— 00

n questo esempio, rifacendoci alla teoria delle equazioni differenziali a derivate parziali

s : : du 8%u A"u
utilizzeremo la notazione abbreviata: ug, = y Ugy = €U gz o0 =
oz Oz Oy ox™

n—wvolte
2Tn questo esempio utilizzeremo per la variabile libera della trasformata di Fourier la lettera
v, dato che la lettera ¢ & gia utilizzata per rappresentare la temperatura del conduttore.
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Al primo membro, in virtu dell’assunzione 4, possiamo applicare il Teorema di
Convergenza Dominata 1.15 e scrivere:

o0 .
(v, t) = / ug(x,t)e”™"" dyx

—00
e — .
_ / lim u(z,t+ A) —u(z,t) g
oo A0 A
~ lim u(z,t + A) —u(z,t) g
A—0 — o A
i ffooo u(z,t + A)e " d o — ffooo u(z,t)e " d o
=A% A
= % - u(z,t)e”"" dyx

1l problema di Cauchy su equazioni a derivate parziali (a) si trasforma cosi nel
problema di Cauchy per equazioni differenziali ordinarie del primo ordine:

(v, t) = —v%a(v, t)
(b)
(v, to) = uo(v)
dove: -
ug(v) = /Oo ug(x)e™ " dyx

Questo problema ¢ quindi del tipo

y' = a(x)y +b(z)

y(7o0) = Yo

e puo facilmente essere risolto applicando la formula risolutiva (la soluzione
esiste ed ¢ unica):

y(z) = elmo @O {yo +/ e e a(a)dab(t)dt}
zq

con la quale otteniamo (ricordando che to = 0):

t 2 t s 2
1) = e dS-{aB<y)+ [ dUOds}

to
_ e_VQtﬂB(V)
Abbiamo quindi ottenuto la trasformata di Fourier dell’equazione voluta:

a(v,t) = e g (v) (c)
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Per il teorema 2.2c, il prodotto di due trasformate equivale alla convoluzio-
ne delle corrispondenti funzioni percio, chiamado n(x,t) antitrasformata della
—v%t

funzione e vale che:

u(z,t) = n(z,t) * up(x) (d)

Dobbiamo quindi trovare n(x,t). A tal fine applichiamo il teorema 4.1.1 che ci

permette di calcolare I'inversa della Trasformata di Fourier di una certa famiglia

. . .2 . . LT

di funzioni, tra cui e="! (provare a verificare la sussistenza delle condizioni di
applicazione del teorema, se non si & convinti).

. . . [e%e] _ 2 . .

In primo luogo proviamo ad esprimere v/t [*°_ v*e™""* d v in maniera con-

2

vt

veniente. Utilizzando l'integrazione per parti (integrando ve e derivando

vF=1), scriviamo:

& 1 _v2 > 2
/ vk e Vtdv= \/i/ VeVt d
—o0 —00

w/27r%
_ I 2y e (k=1) [* o 2 (e)
_\/£<[—%e Vk—l}oo—l—%/_oou e d v

((k — 1) / Vk72671/2t dﬂrl/>
2t oo
inoltre, dato che

\/i/ et doy = / ! e idy=1 ()

—oo —0oo 27r%

I
S

EX] = \/%/ vieV tdw =0
— 00

sono gli integrali di una V.C. X distribuita come una Normale di media 0 e
varianza 1/t. I momenti dispari valgono zero (iterando si arriva a moltipicare
per E[X]), mentre quelli pari valgono:
(2k —1)(2k — 2)(2k —3)(2k —4)---3-2-1
(26)"(2k — 2)(2k — 4) - -2

B (2k —1)! (k-1

@02k — 12k —2)2(k—3) -2k — (k—1))  (2t)"21(k —1)! (&)
(26— 1)
T4k (k- 1)
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Riassumendo:

o0 1 1/2
/ V2k+1 6_ Tt dy = (h)
-0 27r%
o 1 _v2 2k —1)!
/ I/2k7€ 7t dy = 2(k7) (1)
—o0 271 (4t)" (k —1)!

A questo punto possimo calcolare antitrasformata inserendo quest’ultima espres-
sione nella formula di espansione 4.1.1:

* —v2t iva 1 OO 1 . wT
n(x,t) = e Vet dy = — e e dy
- t)-co 27‘1’%

:Li(ix)% /°° P - dy:ii(m)%Q (2k —1)! 0
k
Vi 2k o orl te= 2k (41)" (k- 1)
1 i( 2)’“1 1 22
J— —_ f— e t
VIS dt) B Vi

2

. . . . . R

Per arrivare alla soluzione finale non resta che eseguire la convoluzione di %e at
e ug(z):

u(z,t) = n(z,t) xuo(x) = %e

X1 e LS
e i [ e
27t —00
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